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Operaciones matriciales

Informalmente, se puede definir una matriz como un arreglo regular de numeros
dispuestos en una cuadricula de m filas y n columnas. Mas formalmente, decimos

que A € My, «x n-

Denotamos como a; a la columna que ocupa la posicion j, y a; al elemento que
ocupa la fila /iy la columna .

Column

J
A:[al a - an] " ap e lagg| e a, |
1 2 3 . .

A= :
(4— 5 6) | amj Amn |
Octave: A=[123;456] aT] aT aT
] n
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Operaciones matriciales

La diagonal principal es el vector compuesto por los elementos aj;, tales que i =j
(@11, @z,...).

Existen dos matrices especiales, que son:

« Matriz identidad: denotada como I € M,  ,,, qQue tiene todos ceros menos la
diagonal principal, cuyos valores son todos 1

« Matriz cero: denotada como 0 € M, « ,, cuyos elementos son todos 0

1 0
0 1 0
L= (1), L LOY r—lo1 o], .=
ol 00 1 08— 1
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Operaciones matriciales

Definicion: Suma con un escalar

El operador suma entre un escalar y una matriz se define como:

+: RXMuyxn = Minsn
+(k,A) — B=k+A | bl-j=k+aij

Sobrecargando la notacion, el operador suma entre una matriz y un escalar se
define como:

+: MpxnxR - Minxn
+(A,k) — B=A+k | bl-j=al-j+k

Propiedades A =( 1 2 3 )
-1 -2 -3

k+A = A+k B (2 3 4
(ki +kp) +A = ky+ (ky+A) B=1+4=(; = )

Octave: B=1 +A
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Operaciones matriciales

Definicidn: Multiplicacién por un escalar

El operador multiplicacion entre un escalar y una matriz se define como:

RXMpnxn =  Minxn
(k,A) —» B=kA | bl-j=kal-j

Sobrecargando la notacion, el operador multiplicacion entre una matriz y un

escalar se define como:
Minxn

Mpsn XR - =
— B = Ak | bij=aijk

Propiedades i =( 1 7 3 )
-1 -2 -3
4 6

kA = Ak y)
(k1k2) A = K1 (k2 A) B:2A=(—2 —4 —6)
(k1+k2)A = k1A+k2A
Octave: B=2*A
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Operaciones matriciales

Definicion: Suma de dos matrices

El operador suma entre dos matrices se define como:

+ ¢ Mopxn X Mipxn = Minxn
-|—(A,B) - C=A+B | cij=aij+bij

W

1 -2 -3

A+B = B+A L _ (45 6

A+B+C) = (A+B)+C _(o 1 1)
A+0 = A - 5 7 9
KA+B) = KA+kB C‘A+B‘(_1 1 _2)

Octave: C=A+B

& cru
Universidad
San Pablo



Operaciones matriciales

No vamos a demostrar todas las propiedades, aunque todas ellas seguirian la
misma estrategia mostrada a continuacion. Por ejemplo:

k(A+B) = kA+kB

Demostracion:
Desarrollamos la parte izquierda de la igualdad:
C=A+B | cj=a;+Db
D=kC=k(A+B) | di=kc;; =k(a;j + b;j) = kayj + kb;;

Ahora, por el lado derecho de la igualdad tenemos:
E=kA €ij = kal-j

F=kB | fij = kb
G=E+F=kA+kB | gij=e;+fij=ka;+kb

Es obvio que d; = g;, y por lo tanto k(A + B) = kA + kB
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Operaciones matriciales

Definicidn: Multiplicacién de dos matrices

El operador multiplicacion entre dos matrices se define como:

Mixn X Mgy = Minxp
(A,B) - C =AB I cij=2aikbkj

Si consideramos las diferentes columnas de B, tenemos:

B=(b; by .. b,) = AB=(4b; Ab, .. Ab))

Esto puede ser interpretado como que “la j-ésima columna de AB es la suma
ponderada o combinacion lineal de las columnas de la matriz A, usando los pesos
definidos por la j-ésima columna de B”

Octave: A* B
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Operaciones matriciales

Sea A=(2 3)yB=(11L _32 g).Entonces:
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Operaciones matriciales

3
-5

|

I

6
3

|

(2 3 (4 3 6 :
Sea A—(1 _5) y B—(1 _y 3).Entonces.
2 3|[4 (2 3 3 [ 2
Aby = 1 —5][1]’ Aby = 1 —5}[—2}’ Ab; = 1
[ [ o |21
-1 L 13 -9
| + l + |
11 0 21
AB = A[b; by bg,]=[_1 - _9}
R S
Ab;  Ab, Ab,
De esta forma, para calcular directamente una entrada especifica de AB, por ejemplo (AB),s,
tenemos que multiplicar la 22 fila de A y la 3% columna de B
(2 3 4 3 6\]_,. ey Lo
(AB)zg—l(l _5)(1 e 3)]_1 6+ (=5)-3 =—9
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Operaciones matriciales

Interpretacion Geométrica

Consideremos las transformaciones lineales:

T,(x) = Ax
Tg(x) = Bx

gque mapean cualquier vector x usando la matriz A o B respectivamente. Ahora, consideremos
la aplicacion secuencial de primero Tz, y después de T,, tal y como se muestra en la siguiente
B A

figura: o
Multiplication Multiplication

¢ A(Bx)

Xe °
Bx
Multiplication

by AB

La multiplicacion de matrices nos ayuda a definir una sola transformacion de tal forma que
podemos transformar los vectores originales en un solo paso:

T4p(x) = (AB)x = A(Bx) = Ty(Tp(x))
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Operaciones matriciales

Propiedad

row;(AB) = row;(A)B

Ejemplo (...continuacion)

row; (AB) = row;(A)B = (2 3)(‘1L 3 6)=(11 0 21)

-2 3
A (BC)=(AB)C Asociatividad
A(B+C)=AB+AC Distributividad por la izquierda
(A+B)C=AC +BC Distributividad por la derecha
r (AB) = (rA) B =A (rB) Para cualquier escalar r
InA=A=Al, ParaA € M, xn
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multiplicacion de matrices:


Mas propiedades (...continuacién)

Demostracion A (BC) = (AB) C

Consideremos la descomposicion en columnas de la matriz C.

C=(c; &g .. ¢,)=
BC = (Bc; Bc, .. Bc,)=
A(BC) = (A(Bcy) A(Bcy) ... A(Bcy))

Pero segun hemos visto en la interpretacion geométrica de la multiplicacion de matrices que
A(Bc;) = (AB)c;, por lo tanto,

A(BC)=((AB)C1 (AB)c, .. (AB)cp)=(AB)C

Consideraciones importantes

AB # BA , la multiplicacion de matrices NO es conmutativa

AB=AC » B=C

AB=0 » A=06 B=0
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Operaciones matriciales

Definicion: Potencia de una matriz

Sitenemos A € M, « ,,, entonces dicha matriz elevada a k esta definida como:

Nota: A9 =1/,

Octave: A7k
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Operaciones matriciales

Definicion: Traspuesta de una matriz

Sitenemos A € M, « »,, entonces la traspuesta de A (A7) es una matriz de M, «x 1,
de tal forma que las filas de A son las columnas de A7, o mas formalmente

(A")ij = Aji
—— Eomplo
1 4
AnH" =4 _(1 2 3 r_
(A+B)T = AT + BT A (4 5 6):A § 2
AT =rAT
(AB)T = BTAT Octave: A’
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Propiedades (...continuacién)

Demostracion (AB)T = BTAT

Consideremos A € M, v, ¥ B € M, . Por la definicién de multiplicacion de matrices

sabemos que:
n

(AB);; = z ik by

k=1

Sea A’ = AT y B’ = BT. Por la misma razon:
n
(BTAT); = (B'A")y = 2 b’y a'i;j
=1

Pero by, = by; y ay; = aj, por lo que:

n

n
(BTAT); = Z by aji = z aji by; = (AB)j;
=1

k=1

O lo que es lo mismo:
BTAT = (AB)T
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Inversa de una matriz

. , 1 _ _
El inverso de un nimero es un concepto claro: 5-— =155 l=5"1.5=1

Definicion: Inversa de una matriz

Una matriz A € M, «,, es invertible (o no-singular) si existe otra matriz C € M,, 4 ,, tal que
AC=1,=CA

Ala matriz C se le denomina inversa de A, y se denota como A-". Si A es no invertible, se dice
que A es una matriz singular.

Octave: inv(A)
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Inversa de una matriz

2 5
-3 =7

) y A7 = ( _37 _25 ) Se puede comprobar facilmente que:

AA‘1=A‘1A=12=((1) (1’)

Propiedades

La inversa de una matriz es unica.

Demostracion
Asumimos que existen dos inversas diferentes C,y C,. Entonces:

Cz - CzI == Cz(ACl) - (CzA)Cl - 161 == Cl

lo cual es una contradiccion, y por lo tanto, la inversa tiene que ser Unica.
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Inversa de una matriz

Teorema: Inversa de una matrizde 2 x 2

Sea A = ( Ccl Z ) .Siad — bc # 0, entonces A es invertible y su inversa es:
1-1 — 1 ( d -b )
ad —bc\—c a
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Inversa de una matriz

Teorema: Inversa de una matrizde 2 x 2

Sea A = ( Ccl Z ) .Siad — bc # 0, entonces A es invertible y su inversa es:
q-1-_ 1 ( d —b )
ad —bc\—c a

Demostracion

Es facil de verificar que AA7" = A TA =,
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Inversa de una matriz

Teorema

Si A € M, «,, es invertible, entonces para todos los b € R", la ecuacién Ax = b tiene una
Unica solucion que es x = A'b

Demostracion

» Demostracion x = A-'b es una solucién

Si sustituimos la solucién en la ecuacion tenemos: Ax = A(A™'b) = (AA )b =b

» Demostracion X = A-'b es la Unica solucion

Asumimos que x’ # x es también una solucion, entonces Ax’ = b

Si multiplicamos por la izquierda por A, tenemos:

ATAX’ = Ab —» X=X

lo cual es una contradiccion y, por lo tanto, x = A”'b debe ser la Gnica solucion
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Inversa de una matriz

1) Si A es invertible, entonces A-' también es invertible, y su inversa es A — (A=A
2) Si Ay B son invertibles, entonces AB también es invertible, y su inversa es B'A" — (AB)' = BTA"

3) Si A es invertible, entonces A” también es invertible, y su inversa es (A1)" — (AN 1= (AT

Demostracioén 1)
La definicion de A-' dice que es la matriz tal que: AA" = ATA = |
La inversa de A" debe ser una matriz C tal que: CA"=A"'C =1

Si comparamos estas dos ecuaciones, podemos ver que C = A es la inversa de A"

Demostracién 2)

Comprobemos que B'A-" es realmente la inversa de AB:

(AB)(B~1A™Y) = A(BB™)A ! = AIA™! = AA™! =
(B~1A"1)(AB) = B~ Y(A"'A)B=BlIB=B"'B =1
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Inversa de una matriz

Teorema (...continuacion)

Demostracién 3)

Comprobemos que (A" es realmente la inversa de A’:

AT(A™DT = [(AB)T = BTAT] = (A~*A)T = 1T = |
(A"D)TAT = [(AB)T = BTAT] = (AA )T =IT =]

Teorema (generalizacion del teorema anterior)

El producto de matrices n x n invertibles es invertible, y la inversa es el producto de sus
inversas en orden inverso

_1 _ _ _ _
(4,4, ... A,) = A1 AL AT AT
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Inversa de una matriz

Demostracion

Lo demostraremos por induccion debil. Sabemos que el teorema es cierto para p = 2 (por los
teoremas previos). Asumimos que es cierto también para p — 7, es decir:

_1 _ _ _
(A14; .. Ap_1) ~ = A LAZT AT

Queremos saber si es cierto para p. Para ello, definimos B = 4,4, ... A,,_;. Entonces, podemos
reescribir el teorema como:

(414, ..A,)" = (BA,)™

Esta es la inversa de la multiplicacién de dos matrices. Sabemos por los teoremas anteriores
_1 .
que (BA,) = A,'B~'. Pero supusimos que:

— -1 - -1 a—
B™' = (A14; .. Ap—1) = AxL; AT ATT

Y por lo tanto,

-1 _ _ _ _
= —1 e 1 1
(BA,) =41 451, A7t AT
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Matrices elementales

Las operaciones elementales que podemos efectuar sobre las filas de una matriz son:
1) Multiplicacion por un escalar
2) Intercambio de dos filas
3) Reemplazar una fila con una combinacion lineal de dos o mas filas

Todas estas operaciones pueden ser representadas como multiplicacion de matrices

a b c
Consideremos la matriz A = ( d e f )
L

1) Podemos multiplicar la tercera fila por un escalar r, multiplicando por la izquierda por la

matriz:
1 0 0 a b c
E1=<O 1 O>=E1A=<d e f)
0 0 r rg rth i
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Matrices elementales

Ejemplo (...continuacion)

2) Podemos intercambiar la primera y la segunda fila de la matriz, multiplicando por la
izquierda por la matriz

0 1 0 d e f
Ezz(l O 0>$E2A=<a b C)
0 0 1 J

g h i

3) Podemos sustituir la tercera fila por r; + kyrq, multiplicando por la izquierda por la matriz:

1 0 O a b C
k, 0 1

g+kia h+kb i+kic

Definicion: Matriz elemental

Una matriz elemental es aquella que difiere de la matriz identidad en tan sélo una simple
operacion elemental por filas

& ceu

Universidad 3 2
San Pablo



Matrices elementales

Teorema

La inversa de una matriz elemental es otra matriz elemental del mismo tipo. Esto es, con la
que las operaciones por filas se pueden deshacer

Ejemplo (...continuacion)

1 0 0
-1_( 0 1 0
1) E{' = :
0 0 —
T
0 1 0
2) E;'=(1 0 0
0 0 1
1 0 0
3) E3‘1=<0 1 0)
—k, 0 1
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Matrices elementales

Una matriz A € M, «,, es invertible, si y solo si, es equivalente por filas a /.. En este caso, la
secuencia de operaciones que transforma A en /, son las mismas que transforman /, en A’

Demostracién (hacia adelante)

Si A es invertible, entonces sabemos que el sistema de ecuaciones Ax = b tiene una unica
solucion para cualquier b. Si tiene una solucién para todo b, entonces debe tener un pivote en
cada fila, que debe estar en la diagonal y, por lo tanto, la matriz escalonada reducida de A
tiene que ser /,,

Demostracién (hacia atras)

Si A es equivalente por filas a /,,, entonces existe una secuencia de matrices elementales que
transforma A en /..

A~EA~EEA~ . ~EE 1 E,ELA=1,

E = E,E,_1 .. E;E; es un candidato a ser la inversa de A. Dado que cada matriz elemental
es invertible, y el producto de matrices invertibles es invertible, entonces E es invertible y A
tiene que ser su (unica) inversa. Por lo tanto, E es la inversa de Ay A es invertible

& ceu
Universidad 3 4
San Pablo




Indice de contenidos

» Operaciones matriciales

* Inversa de una matriz

« Matrices elementales

* Un algoritmo para invertir matrices

« Caracterizacion de las matrices invertibles

« Transformaciones lineales invertibles

« Matrices particionadas

« Factorizacion LU

« Una aplicacion para graficos por ordenador y procesamiento de
imagenes

« Subespacios de R”

« Dimension y rango

& e
Universidad 3 5
San Pablo



Un algoritmo para invertir matrices

Algoritmo: reducir la matriz aumentada (A | /).
« SiAesinvertible, entonces (A| ) ~ (I | A™Y)
« Si A no es invertible, entonces no podremos reducir A en /

Este algoritmo es muy usado en la practica porque es numéricamente estable y bastante eficiente.

O 1 2
Sea la matriz A = < 1 0 3 ) .Calcular su inversa.
4 -3 8

Construimos la matriz aumentada:

S O
O = O

_ o O
N——
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Un algoritmo para invertir matrices

Ejemplo (...continuacion)

Transformamos la matriz aplicando operaciones de reduccién por filas:
o 1 2 1 0 O
1 0 3 0 1 0
4 -3 8 0 0 1
1 0 3 0 1 0
rp &n 0O 1 211 00
4 -3 8 0 0 1
1 0 3 0O 1 0
r3 <« I3 —4r; ( 0 1 2 1 0 O
0 -3 —4 0 —4 1
1 0 3 0O 1 0
Iy < I3 + 31‘2 ( 0 1 2 1 0 0
0 0 2 3 —4 1
. 1 0 3 0 1 0
1 0 0
r3 < —1I3 0 1 2
2 0 0 1 3 —2 1
2 2
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Un algoritmo para invertir matrices

Ejemplo (...continuacion)

1 0 3 0 1 0
ry) < I, — 2Ig 0 1 0 _32 4 _11
0 0 1 VA —2 -
9 3
100|727 7 —%
r; < r; +3r3 0 1 0 -2 4 -1
0 0 1 3 —2 1
2 2

Dado que A es equivalente por filas a /5, entonces A es invertible y su inversa es

_9 5 _3
2 2
At=| -2 4 —1 |. Para finalizar el ejercicio, deberiamos comprobar que
3 1
- -2 =

2 2
AATT=A"1A=1,
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Un algoritmo para invertir matrices

Una nueva interpretacion de la inversion de matrices

Construyendo la matriz aumentada ( A | /), estamos resolviendo simultaneamente multiples
sistemas de ecuaciones
Ax=e; Ax=e, Ax=ej3

Computacionalmente, esta interpretacion es importante porque si queremos calcular la j-ésima
columna de A, es suficiente con resolver el sistema de ecuaciones

Ax=e1

Ejemplo (...continuacion)

0O 1 2
(103

1 0O 1 210 0O 1 210
0 (1 0 3 1) <1 0 3 O)
4 -3 810 4 -3 810 4 -3 811
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Caracterizacion de las matrices invertibles

Teorema de la Matriz Invertible

Sea A € M, . Las siguientes afirmaciones son equivalentes (o todas son ciertas o todas falsas):

i. Aesinvertible

ii. A es equivalente por filas a /,

iii. A tiene n posiciones pivote

iv. Ax = 0 solo tiene la solucidn trivial x = 0

v. Las columnas de A son linealmente independientes

vi. La transformacion 7(x) = Ax es inyectiva

vii. La ecuacién Ax = b tiene al menos una solucién para todo b € R”
viii. Las columnas de A generan todo R”

ix. La transformacion T(x) = Ax mapea R” en R”

X. Existe una matriz C € M, ,, talque CA=1,

xi. Existe una matrizD € M, ., talque AD =1,

xii. AT es una matriz invertible
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Caracterizacion de las matrices invertibles

Teorema de la Matriz Invertible (...continuacion)

Para probar el teorema, seguiremos el esquema de razonamiento siguiente:

* Demostracioni = x
Si / es cierto, entonces x es cierto simplemente
haciendo C = A"’

 Demostracion x = iv
Ver ejercicio 2.1.23

e Demostracion iv = iii
Ver ejercicio 2.2.23

* Demostracién iii = ii
Si jii es cierto, entonces los n pivotes tienen que
estar en la diagonal principal, y en ese caso, la
matriz escalonada reducida tiene que ser /,

* Demostraciéon ii = i
Si /i es cierto, entonces / es cierto gracias al teorema de la pag. 32

 Demostraciéoni = xi
Si i es cierto, entonces xi es cierto simplemente haciendo C = A’
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Caracterizacion de las matrices invertibles

Teorema de la Matriz Invertible (...continuacién)

* Demostracién xi = wvii
Ver ejercicio 2.1.24

* Demostracién vii = i
Ver ejercicio 2.2.24
— Xii V <> Vi
f / 1 / » Demostracién vii & viii © ix
> v —> fii —> ii

Ver teoremas tema 2

™~ -  Demostracién iv_< v © vi
M o—= Vil <> vill <> IX Ver teoremas tema 2

* Demostracién i = xii
Ver teorema pag. 25
* Demostracién i & xii
Ver teoremas pag. 25 intercambiando los roles de Ay AT

El verdadero potencial de este teorema es que conecta los sistemas de ecuaciones con
los conceptos de invertibilidad, independencia lineal y bases de un subespacio
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Caracterizacion de las matrices invertibles

Corolario

1. Si A es invertible, entonces Ax = b tiene una unica solucion para todo b € R”

2. SiA,Be M, y,YyAB=1, entonces Ay B son invertiblesy B=A"7y A=B"

Nota: jjEste corolario sélo se aplica a matrices cuadradas!!
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Transformaciones lineales invertibles

T: R" - R"
X - Ax

Consideremos la transformacion lineal:

Definicion: Transformacion inversa

T es invertible, si y sélo si, existe S : R™ - R" tal que Vx € R":

S(T(x)) =X = T(S(x))

T(x) = ( -1 (1)) x es invertible y su inversa es S(x) = ( 0 1) X

Demostracion

s(T(x>)=s<(—01 g)x)=(-01 V(7L 9)x=x
rsw) =7((3 9)x)= (3" DG Dx=x

UJQO
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Transformaciones lineales invertibles

= (3 ¢

la “salida” (1, 0), no podemos recuperar el vector de entrada que originé dicha salida

Teorema

)x NO es invertible porque T((1, 0)) = T((1, 1)) = (1, 0), por lo que dada

Si T es invertible, entonces es una funcion sobreyectiva

Demostracion

Consideremos cualquier vector b & [t”7, siempre podemos aplicar la transformacion S para
obtener un nuevo vector x = S(b). Entonces, recuperamos b haciendo uso del hecho de que T
es la inversa de S, es decir, b = T(x). En otras palabras, cualquier vector b esta en el rango de T
y, por lo tanto, T es sobreyectiva
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Transformaciones lineales invertibles

Teorema

T es invertible, si y solo si, A es invertible. Si T es invertible, entonces la unica funcion
que satisface la definicién previa es:

S(x) =A"x

Demostracion (hacia delante)

Si T es invertible, entonces es sobreyectiva (ver Teorema previo). Entonces, A es
invertible por el Teorema de la Matriz Invertible (pag. 42, apartados / y ix)

Demostracion (hacia atras)

Si A es invertible, entonces podemos construir la transformacion lineal S = A-'x. S es
una inversa de T dado que:

S(T(x)) = S(4x) = A™1(Ax) = (A"tA)x = x
T(S(x)) =T(A™1x) = A(471x) = (A4 Hx =x
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Transformaciones lineales invertibles

Teorema (...continuacion)

Demostracion de unicidad

Asumimos que hay dos inversas S;(x) = B/xy Sx(x) = Bo,xcon B; #B,. Seav € R" y
v = [(x) para algun x = k" (dado que T es invertible y, por lo tanto, sobreyectiva,
estamos seguros de que existira al menos un x). Ahora

Si(v) =B;AXx =x = BV
S,(v) = B,AXx =X = B,V

ﬁBlv=Bzv,VVERn:>Bl =B2

lo cual es una contradiccion vy, por lo tanto, existe una unica inversa.

Definicion: Matriz mal condicionada

Informalmente, decimos que una matriz A esta mal condicionada si esta “proxima a
ser singular”. En la practica, esto implica que el sistema de ecuaciones Ax = b puede

tener grandes variaciones en la solucion (x) cuando b varia ligeramente.
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 Tema 3_Enunciados de ejercicios lll

— Ejercicio 2.3.13
— Ejercicio 2.3.16
— Ejercicio 2.3.33
— Ejercicio 2.3.41 (** Octave, apartados a) y b) **)
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Matrices particionadas o por bloques

Las matrices particionadas o por bloques algunas veces nos ayudan a comprender mejor
la estructura del problema, mediante la identificacion de bloques dentro de la matriz

3 O -1|5 9 |-2
A= -5 2 4 ‘0 -3 ‘ 1 =(A11|A12 |A13)
— A21| Ay |A23
Ajg € Mgz, A€ Moy, A13€ Moy

Ay € Myys, Ay € Miyy, Ayz€ My

A=[30-159-2;-5240-31;,-8 6317 —4]
A11=A(1:2, 1:3); A12= A(1:2, 4:5); A13=A(1:2, 6)
A21=A(3, 1:3); A22= A(3, 4:5); A33=A(3, 6)

& ceu
Universidad 5 3
San Pablo




Matrices particionadas o por bloques

Definicidn: Suma de matrices particionadas

Sean Ay B dos matrices particionadas de la misma forma. Entonces los bloques de
A + B son simplemente la suma de sus correspondientes bloques

A+ B = Ajj + Bijj = Aij + Bijj

Definicion: Multiplicacion por un escalar

La multiplicacion por un escalar simplemente multiplica cada uno de los bloques
independientemente

rA=r Ajj

I’A,j
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Matrices particionadas o por bloques

Definicion: Multiplicacion de matrices particionadas

Multiplicar los diferentes bloques como si fuesen escalares (pero aplicando la
multiplicacion de matrices)

- 6 4
2 =3 1 0 —4 -2 1
A=|1 5 =2 ‘ 3 -1 [j“ jli] B=|-3 7 =[§1}
0 —4 =2 | 7 —1 o re -1 3 2
5 2
- 4-
AB — An Avp || Bi|_ [AuBi+AnB | _ | _g >
Ay Axn || B2 Ay By + An B, > 1

UJQO
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Matrices particionadas o por bloques

Teorema: Multiplicacion de matrices

SeaAdeM,,xn,yYB €M, ,, entonces:

Xp:
AB = > column,(A)row,(B)
k=1

Demostracion

Analicemos cada uno de los términos de la suma

a1k
a
columnk(A)rowk(B): 2k (bkl bk2 bkp)z
dmk
aikbkr  awkbk2 ... awkbkp
b1 axbika ... abip
amkbk1  amkbk2 ... amkbkp
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Matrices particionadas o por bloques

Teorema: Multiplicacion de matrices

Demostracion (...continuacion)

En general, el elemento ij es:
(columny (A)row(B));j = aik by

Si analizamos el elemento ij de la suma

(zn: columnk(A)rowk(B)> = En: (columny(A)rowy(B))ij = Zn: ajk by
k=1 k=1 k=1

Iy

Pero esta es la definicion de la multiplicacion de matrices y, por lo tanto,

( él Columnk(A)rowk(B)) — (AB);

Iy




Matrices particionadas o por bloques

Definicion: Traspuesta de matrices particionadas

Para calcular la traspuesta de una matriz particionada, se traspone cada bloque
como si fuesen escalares, y luego se traspone cada uno de los bloques
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Matrices particionadas o por bloques

Definicidn: Inversa de una matriz particionada

La formula para cada caso depende de cada caso. A continuacion se muestran
algunos ejemplos con casos tipicos

Ai1| O 0
Sea A = 0 Aoo 0
0 0 Az

A€ Mnxn, At1 € Mpxp, Ax € Mgxq, A3z € My, talque p+q+r=n.
Buscamos una matriz B tal que

Anl 0 | 0 Bt | Bus | Bis I o]o
0 A22 0 321 322 323 = 0 /q 0 =
A11Bi1 | A11Bi2 | A11Bis I, 0]0
A2Bo1 | ABy | AnBos | =1 0|10
A33B31 | A33B3p | A33Bzs3 00/

CEU
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Matrices particionadas o por bloques

Ejemplo (...continuacion)

Para cada una de las entradas, tenemos un conjunto de ecuaciones:

VA1 € Mpxp A11B11 = Ip = By = Al_l1
VA1 € Mpxp A11Bio =0= B1p =0
VA1 € Mpyp A11B13=0= B;3 =0
VA2 € Mgxq A22B21 = 0= By =0
YAz € Mgxq A2Bxn = lg = Bxn = A
VA22 € Mqu A22B23 =0= 823 =0
VAs3 € My, A3sB31 =0 = B3; =0
VA33 € My, As3B3r = 0= B3 =0
VAs3 € My, A33Bsz = |, = Bz = A3

Al 0 | o
B = 0 |[A, | O
0 [ 0 Ay

Finalmente,




Matrices particionadas o por bloques

A1 | A2
A€ Mpxn, A1 € Mpxp, Ao € Mpxq, A € Myxq talque p+q=n.
Buscamos una matriz B, tal que

_(A11|A12>(311|Bl2)_(lp 0):>

o 0 ‘ A22 321 | 822 o 0 Iq

< A11Bi1 + A12Bo1 | A11Bia + A1aBo ) B ( [, | 0 )
A2 Bo1 | A2 B2 L0 |/

Sea A=
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Matrices particionadas o por bloques

Ejemplo (...continuacion)

Para cada una de las entradas, tenemos un conjunto de ecuaciones:

VA» € Mgxq A2nBx1 =0= By =0
YA € Mq)(q Ao Boy = Iq = By = A2_21
VA11 € Mgxq,A12 € Mpxq A11Bii +AwBo =1, = [Byy =0] =
A11 Bll = Ip = Bll = Al_ll
VA1 € Mgxq, Az € Mpyxa A11Bio + A1aBy = 0= [By = A% =
A11Bia + ApAsy) = 0= A By = —ApAsy) =
B = —A A Ay

Finalmente,

B = ( AL —A1‘11,§112A2‘21 )
0 | A,
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 Tema 3_Enunciados de gjercicios |V
— Ejercicio 2.4.1
— Ejercicio 2.4.2
— Ejercicio 2.4.3
— Ejercicio 2.4.4
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Factorizacion LU

Supongamos que tenemos una coleccion de sistemas de ecuaciones de la forma:

AX=b1
AX=b2

y A no invertible. ¢ Existe alguna forma eficiente de resolver todos los sistemas a la vez?
La solucién es factorizar A como A = LU (ver a continuacion) y resolver el sistema de

ecuaciones en 2 pasos. De hecho, este método es tan eficiente que incluso se usa para
resolver sistemas simples de ecuaciones
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Factorizacion LU

Definicion: Factorizacion LU

Sea A € M, x » qQue puede ser reducida a su forma escalonada reducida sin realizar
permutaciones de filas. Podemos factorizar A como A = LU, donde L es una matriz

triangular inferior invertible (con 1’s en la diagonal principal) de tamaino m x m, y U es
una matriz triangular superior de tamano m x n

[L, U] = lu(A)

Sea la matriz A € M, 4 5. La factorizaciéon LU producira dos matrices L y U con la siguiente
estructura:

W = D
W —_— O O
—_— o O O

|
S % % %

o o B

F=l=N=3 k

"% % ox =

%
%
0
0 0
U
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Factorizacion LU

Resolver sistemas de ecuaciones lineales usando la descomposicién LU

Consideremos el sistema de ecuaciones Ax = b, y asumimos que tenemos A
descompuesto como A = LU. Entonces podemos resolver el sistema de ecuaciones
en dos pasos:

Ly=>b

Ax=b= (LU)x = L(Ux)=b=1{ 7
Ux =y
Mu]tiplication
by A
Multiplication Multiplication
by U by L
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Factorizacion LU

Consideremos la matriz A
3 =7 =2 2] 1 0 0 O0][3 =7 =2 2]
-3 5 1 0 -1 1 0 0}]0 =2 —-1 2
A= 6 -4 0 =5 2 =5 1 0110 0 —1 I_LU
-9 5 =5 12 -3 8 3 1[0 O O —1]
yb=(-9, 5,7, 11). Primero resolvemos Ly = b
1 0 0 0 -9 1 0 0 0 -9
-1 1 0 0 5 0O 1 0 0 —4
[Lo®p]=) 5 5 1 o 7[~]o o 1 o s5|=1 ¥l
-3 8 3 1 11 0O 0 O 1 1
y después resolvemos Ux =y
3 -7 -2 2 -9 I 0 0 0 3 3
(v ]_0—2—12—4N01004 | 4
YI1=10o o0-1 1 5 0 0 1 0-6| " |-6
O 0 0 —1 1 o o0 0 1 —1 —1
El truco esta en que, gracias a la estructura triangular, resolver estos dos sistemas de ecuaciones
es bastante rapido.
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Factorizacion LU

Asumimos que A es equivalente por filas a U usando solo sustitucion de filas con las
filas por encima de la fila reemplazada. Entonces, existira una secuencia de matrices
elementales tal que:

A~ U= Ep...E2E1A =U= A= (Ep...EQEl)_IU

Por inspeccion, vemos que L = (E,...E;E;)”

En el algoritmo anterior se hace uso del siguiente teorema:

Teorema

. El producto de 2 matrices triangulares inferiores es triangular inferior

2. Lainversa de una matriz triangular inferior es triangular inferior
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Factorizacion LU

Podemos ver que las matrices L y U son asimetricas, en el sentido que L tiene 1's en
su diagonal principal, pero U no. Podemos extraer los elementos de la diagonal de U a
otra matriz D simplemente dividiendo la correspondiente fila de U por ese elemento:

1 0 0\ /2 1 0)

A =LU= 1 0)(0 3 1

0 2 1/ \0 0 %)
1 0 0\ /2 0 0\ /1 5 0
=IDU= |3 1 of(0 3 o0]f0o 1 2
\0 2 1/\0o 0 4/ \o0o 0 1

donde D es siempre una matriz diagonal
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Factorizacion LU

Hay muchas otras posibles maneras de factorizar una matriz A € M, , ,,. Se pueden ver
ejemplos en: hitps://en.wikipedia.org/wiki/Matrix_decomposition . Entre los mas
importantes estan:

QR: A = QR donde Q € M, 4 ,,, es ortogonal (Q*Q = D)y R € M,, «,, es triangular superior

SVD: A = UDV'donde U € M, y,,, es unitaria (U‘U = I,,,), D € M, es diagonal, y

V € M, « , es también unitaria (V'V = I,)

Spectral: A = PDP~! (sélo para matrices cuadradas) donde P € M, ,,, y

D € M,, «,, es diagonal
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 Tema 3_Enunciados de gjercicios V

— Ejercicio 2.5.9
— Ejercicio 2.5.Practice problem
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Una aplicacion para graficos por ordenador y procesamiento
de imagenes

En graficos vectoriales, los graficos se describen como un conjunto de puntos conectados, cuyas
coordenadas son conocidas.

Por ejemplo, la letra N mayuscula esta determinada por 8 puntos o vértices. Las coordenadas de
estos puntos pueden ser almacenadas en una matriz D.
8 6 5

I Vertex:
3 1 2 3 4 5 6 7 8
J\ x-coordinate [0 ) S 6 6 55 5.5 0] - D
y-coordmnate |0 0O 642 0 8 8 1.58 8
1 2 4

Podemos generar la “cursiva” aplicando una deformacion sobre las coordenadas originales de la

forma T'(x) = Ax donde A = ((1) 0’125)

8 6.5
1 2 3 4 5 6 7 8
3 ] AD — [0 5 2105 6 8 75 5895 2]
0 0 6420 0 8 8 1.580 8
12 4
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Una aplicacion para graficos por ordenador y procesamiento
de imagenes

Ejemplo (...continuacién)

Ahora, si queremos reducir (escalar) todas las coordenadas x de un punto por 0,75 después de aplicar
la deformacion, podemos componer las transformaciones.

La matriz que escala las coordenadas x por 0,75 seria la siguiente:

750
=% ]

Por lo tanto, la matriz de la transformacion compuesta seria:

75 07[1 25 75 1875
i K | Rl I

& ceu
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Una aplicacion para graficos por ordenador y procesamiento

de imagenes

La traslacidon de coordenadas puede ser expresada como 7(x) = x + X,. Pero esto no es
una transformacion lineal:

T(u) = u+xg
T(v) = v+Xxo
T(u+v) = u+v+xg
T(u)+T(v) = (u+x0)+(v+x0)=u+v+2xg

Tu+v) # T(u)+ T(v)

Podemos solucionar este problema con coordenadas homogéneas
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Una aplicacion para graficos por ordenador y procesamiento
de imagenes

Definicion: Coordenadas homogéneas

Dado un punto con coordenadas x, podemos construir sus coordenadas homogéneas

como.
X = ( hhx)

, ~ u
O, en otras palabras, dadas las coordenadas homogéneas 1 = ( n ) estas representan

u
el punto en s Se acostumbra a utilizar h = 1 (pero no es obligatorio, y en ciertas

aplicaciones es mejor usar otros h’s)

El punto (1,2) en 2D puede ser representado en coordenadas homogeneas como (1, 2, 1),
como (2, 4, 2), e incluso como (-2, -4, -2). Todos ellos representan el mismo punto.
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Una aplicacion para graficos por ordenador y procesamiento

de imagenes

Ahora, la traslacion de coordenadas con coordenadas homogéneas es una
transformacion lineal. Por ejemplo, en 2D:

1 0 Ax X x + Ax
T(x)=Ax= |0 1 Ay yl=1|y+Ay
0 0 1 1 1

Transformaciones en 2D con coordenadas homogéneas

En general, cualquier transformacion en 2D de la forma T(x) = Ax puede ser
representada en coordenadas homogéneas como

T(X) = ((A; (1’)51
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Una aplicacion para graficos por ordenador y procesamiento
de imagenes

Transformaciones en 2D con coordenadas homogéneas (...continuacion)

Ejemplos tipicos son:

Rotacion antihoraria alrededor

sin ¢
0

- cosg —sing

COS
0

1

del origen, con angulo ¢

0

Reflexion y = x

1
0

|
0
0

|

s 0 0
0 0
_0 0 1

Escalado de x por s,

e y port
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Una aplicacion para graficos por ordenador y procesamiento
de imagenes

Composicion de transformaciones

Usando las matrices de la transparencia anterior, hallar la matriz de la transformacion
compuesta que escala por un factor 0.3, rota 90° sobre el origen y finalmente realiza

una traslacion anadiendo (-0.5, 2) a cada punto.

Original Figure After Scaling
0_3_5 — 0 -1 O[3 0 07[x
30 2 — 11 0 offlo 3 offy
| 0o 0 1 0 0 1 1
0 0 1
After Rotating
Teanslate 1 0-5 0 -1 0 3 0 0 X
/== o 1 2|1 o0 0 3 01|y
0o 0 1 0o 0 1 0O 0 1 1
CEU

Universidad
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Una aplicacion para graficos por ordenador y procesamiento
de imagenes

Transformaciones en 3D con coordenadas homogéneas

Supongamos que queremos
1. Rotar un punto 30° alrededor del eje Y

2. Después, trasladarlo por (-6, 4, 5)

Necesitamos usar la transformacion T (X) = AX con

—6 cos(30°) sin(30°)

1 0 0 0 0 x
4010 4 0 1 0 ol . [y
o 0 1 5 ||-sin(30°) 0 cos(30°) Of X7 |z

000 1 0 0 0 1 1

Una aplicacion con graficos en 3D: hitps://www.youtube.com/watch?v=EsNmiiKIRXQ
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 Tema 3_Enunciados de gjercicios VI
— Ejercicio 2.7.2
— Ejercicio 2.7.3
— Ejercicio 2.7.10
— Ejercicio 2.7.22 (*** Octave **¥)
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Subespacios de R"

Definicion: Subespacio de R"

H € R™ es un subespacio de " si:
1. 0 eH
2. Yu,ve H, u+veH - Hesta cerrado bajo la suma de vectores

3. Yue H,Vr e R, ru € H > H esta cerrado bajo la multiplicacion por un escalar

Ejemplo: subespacios especiales

Los siguientes 2 conjuntos son subespacios de [R":

1. H = {0}
2. H=R"

& ce
Universidad
San Pablo




Subespacios de R"

Ejemplo: Plano

Un plano esta definido como: H = Span{vi,vo} = {v € R"|v = A\1v1 + Xov2}

Este plano es un subespacio de R3

Demostracion

1. Demostrar0 e H > Si A =21, =0, entoncesv=0

2. Demostraru+veH > ue€ H= u= A\yv1+ Ao,V
ve H=v=\,vi+ AV
u+v = (/\luvl + /\qu2) + (/\lvvl + )‘2VV2)
= ()\lu + /\lv)vl + (/\2u + /\2v)V2 eH
3. Demostrarru e H =2 u € H = u= \{,v1 + A,V
ru = r(/\luvl + )\2uV2)
= rAiyV1+riouvo € H
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Subespacios de R"

Ejemplo: Recta que no pasa por el origen

Una recta (L) que no pasa por el origen, no es un subespacio, porque

1. 0 € L
2. Sitomamos 2 puntosdelarecta(uyv),u+v &L

3. Sitomamos un punto de la recta (w), 2w & L

\ u-+t+v \

& ceu
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Subespacios de R"

Ejemplo: Recta que pasa por el origen

Consideremos v4 y v, = kv,4. Entonces,

H = Span {v1,v2} = Span {vi }

es una recta. Es facil de probar que esta recta es un subespacio de R”.

)

Va
Vi

\
\ O
¥

¥ 75 0, Yo, = kV].
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Subespacios de R"

Definicidn: Espacio columna de una matriz

Sea A € M,,,x. Sean a; € R™ las columnas de la matriz A. El espacio columna
de A se define como:

Col{A} = Span {ay, ap,...,a,} CR"™

Teorema

Col{A} esun subespacio de R™
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Subespacios de R"

1 -3 —4 3
Sea A = ( -4 6 =2 ) yb = < 3 ).Determinar si b pertenece al Col{A}.
-3 7 6 —4
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Subespacios de R"

1 -3 —4 3
Sea A = (—4 6 —2> yb = ( 3 ).Determinar si b pertenece al Col{A}.

-3 7 6 —4

Solucién:
Si b € Col{A} deberan existir unos coeficientes x4, x, y x5 tales que:
b = X1aq + Xpa2 + x3asg
Para encontrar esos coeficientes, resolvemos el sistema de ecuaciones Ax = b.

1 -3 —-4] 3 1 -3 —-4]3
<—4 6 —2| 3 ) ~ <O —6 —18 15)
—4 0 O 0 IO

-3 7 6

De hecho, hay infinitas soluciones al sistema de ecuaciones y, por lo tanto, b € Col{4}
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Subespacios de R"

Definicion: Espacio nulo de una matriz

Sea A € M, « . El espacio nulo de A se define como:

Nul{A} = {v e R"|Av = 0}

Teorema

Nul{A} esun subespacio de R"

1. Demostrar 0 € Nul{A} > A0 = 0= 0 c Nul{A}

2. Demostraru+veH > ueNu{A} = Au=0
veNu{A} = Av=10
Au+v)=Au+Av=0+0=0= u+veNu{A}

3. Demostrarrue H > u € Nul{A} = Au=0
A(ru) = rAu = r0 = 0 = ru € Nul{A}
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Subespacios de R"

Definicion: Base de un subespacio

Sea H € R™. El conjunto de vectores B es una base de H si:
1. Todos los vectores en B son linealmente independientes

2. H = Span{B}

Base estandar de [R"

Sean los vectores:

0
oy (o) a
e = 0 ey = 0 e3 — 1 e, = 0
El conjunto B={e4, e, ..., e,} es la base estandar de RN
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Subespacios de R"

Encontrar una base para el espacio nulo de A = 1 =2 2 3 -1
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Subespacios de R"

Encontrar una base para el espacio nulo de A = 1 =2 2 3 -1

Solucién
El espacio nulo de A son todos aquellos vectores que satisfacen Ax = 0.
I -2 0 -1 3 0 Xy — 2x; — x4+ 3x5=0
A 0]~|0 O 1 2 -2 0], X3 4 2x4 —2x5 =0
0 0 0 0 0 0 0—=0
Por lo que, la solucion general es (en forma vectorial paramétrica):
[ x| [ 2xy 4 x4 — 3x5 | [ 2] 1] 3]
X2 X2 1 0 0
X3 | = —2x4 + 2x5 =x2| 0| +xa| =2 | +xs5| 2| = xou 4+ xX4V+ X5W
X4 X4 0 | 0
_X5 i B X5 a _0_ 5 | 5 | i
f } f
u v w
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Subespacios de R"

Ejemplo (...continuacion)

El conjunto B={u,v,w}={(2,1,0,0,0), (1,0,-2,1,0), (-3,0,2,0,1) } es una base de Nul{A}.
Por construccion, estos vectores son linealmente independientes.

Ejemplo: Espacio Nulo y sistemas de ecuaciones

1 0 O
Consideremos A= 0 1 0
0O 0 O

> {es} es una base del Nul{A}

» Consideremos b = (7, 3, 0). La solucion general de Ax = b es de la forma:
X =X + Xnul

donde X, es una solucién de Ax = b que no pertenece al Nul{A} y x,, pertenece al
Nul{A}. Para este caso particular,

x=(7,3,0) + x3e3
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Subespacios de R"

I 0 =3 0
: o I 2 -1 0
Encontrar una base para el espacio columna de B = 0 0 0 ,
0 0 0 0 0
Solucién
De las columnas que no tienen pivote de la matriz B, sabemos que:
b3 = —3b; + 2b»
b, =5b; — b,

Entonces, Col{B} {v € ]R4|v = x1b1 + x0by + x3b3 + x4bs + X5b5}
e vV E R4 vV = X]_bl + X2b2 -+ X3(—3b1 -+ 2b2)+ }
x4(5b1 — by) + xsbs

{v - ]R4|v = x1b1 + x3bo + X5b5}

Y, por lo tanto: Basis{Col{B}} = {by, b,, bs}
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Subespacios de R"

I3 3 2 -97
2 2 2 -8 2
2 3 0 7 1
304 -1 11 -8

Encontrar una base para el espacio columna de A =

Solucioén

Resulta que A ~ B (B del ejemplo anterior). Dado que las operaciones por filas no
afectan la relaciones de independencia lineal entre las columnas de la matriz,

deberiamos tener que:
a3 = —3a; + 2a,

a4 = 581 — al
Y, por lo tanto, Basis{Col{4}} = {a;,a;,as}

Teorema

Las columnas pivote de A forman una base de Col{A}
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 Tema 3_Enunciados de ejercicios VI

— Ejercicio 2.8.1
— Ejercicio 2.8.2
— Ejercicio 2.8.5
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Sistema de coordenadas

Definicion: Coordenadas de un vector en la base B

Supongamos que B = { b4, by, ..., b, } es una base para el subespacio H € R".

Para cada x & H, las coordenadas de x relativas a la base B son los pesos c; tales
que:

X = C1b1 + Czbz + -4 Cpbp

Las coordenadas de x con respecto a la base B es el vector en R”
1)
2
\CP)

x]s =
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Sistema de coordenadas

Seanx=(3,12,7),v4=(3,6,2),v,=(-1,0, 1), B={vq v3}.
1. Demostrar que B es un conjunto linealmente independiente

2. Encontrar las coordenadas de x en el sistema de coordenadas B
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Sistema de coordenadas

Seanx=(3,12,7),v4=(3,6,2),v,=(-1,0, 1), B={vq v3}.
1. Demostrar que B es un conjunto linealmente independiente

2. Encontrar las coordenadas de x en el sistema de coordenadas B

Solucién
1. Necesitamos probar que la unica solucion del sistema de ecuaciones
c1Vq4 + v = 0esc; =¢c, =0 3 —~11]0 1 0lo0
6 0/0 |~ 0 10
2 110 0 00
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Sistema de coordenadas

Seanx=(3,12,7),v4=(3,6,2),v,=(-1,0, 1), B={vq v3}.
1. Demostrar que B es un conjunto linealmente independiente

2. Encontrar las coordenadas de x en el sistema de coordenadas B

Solucién
1. Necesitamos probar que la unica solucion del sistema de ecuaciones
c1Vq4 + v = 0esc; =¢c, =0 3 —~11]0 1 0lo0
6 00 |~ O 110
2 110 0 00
2. Necesitamos encontrar ¢, y ¢, tales que c;vy + ¢, v) = X
3 —-1| 3 1 02
6 0|12 | ~| 0 1|3
2 1| 7 0 0|0

Por lo tanto, [x]g = (2, 3).
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Sistema de coordenadas

Ejemplo (...continuacion)

La siguiente figura muestra como x es igual a 2v4 + 3v,
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Sistema de coordenadas

Las coordenadas de un vector dado con respecto a una base dada son unicas

Demostracion

Asumimos que no son unicas. Entonces, debe haber dos conjuntos diferentes de
coordenadas tales que:

X =c¢1by + by + -+ by,
x = c1by + c3by + -+ b,
Si restamos ambas ecuaciones, tenemos:
0=(c; —cy)by+(c; —c3)b, + -+ (cp — cz’,)bp

Pero dado que la base es un conjunto de vectores linealmente independientes, debe
ser:

(—c)=0=2c=c1;(—c))=0=2c=c ; .;(p—c)=0>c=c

Esto es una contradiccion con la hipotesis de que hubiera 2 conjuntos diferentes de
coordenadas y, por lo tanto, las coordenadas de un vector x deben ser unicas
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Dimension de un subespacio

Isomorfismo de R?

Para cualquier subespacio H y su correspondiente base B, el mapping

es una transformacion lineal inyectiva, que hace comportarse a H como RP

Definicion: Dimension

La dimension de un subespacio H ( dim{H} ) es el numero de vectores de
cualquiera de sus bases.

La dimensiénde H={0} es 0.

Ejemplo (...continuacion)

En el ejemplo anterior en el cual B = { v4, v, }, la dimension es 2. De hecho, H se
comporta como un plano (ver figura previa en el ejemplo)
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Rango de una matriz

Definicidon: Rango de una matriz

El rango de una matriz A es rank{A} = dim{ Col{A} }, esto es, la dimension del
espacio columna de la matriz Octave

rank(A)

Teorema

El rango de una matriz es el numero de columnas pivote que tiene

Demostracion

Dado que las columnas pivote forman una base del espacio columna de A, el
numero de columnas pivote es el rango de la matriz

1 3 3 2 -9 1 0 -3 5 0

A= -2 -2 2 -8 2} 101 2-10 Por lo tanto, el rango de A es 3.
2 3 0 7 1 0 O 0 0 1
3 4 -1 —8 0 O 0 0 O
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Rango de una matriz

Teorema del Rango

Si A tiene n columnas, entonces Rank{A} + dim{Nul{4}} = n

Teorema de la Base

Sea H un subespacio de dimension p. Cualquier conjunto linealmente independiente
de p vectores de H es una base de H. Cualquier conjunto de p vectores que genere
H es una base de H.
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Caracterizacion de las matrices invertibles

Teorema de la Matriz Invertible (...extensién)

Sea A € M, « . Las siguientes afirmaciones son equivalentes (o todas son ciertas o todas falsas):

xiii. Las columnas de A forman una base de R”
xiv. Col{A} = R~

xv. dim{ Col{A}}=n

xvi. Rank{A}=n

xvii. Nul{A} = {0}

xviii. dim{ Nul{A} } =0
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 Tema 3_Enunciados de ejercicios VIII

— Ejercicio 2.9.1
— Ejercicio 2.9.3
— Ejercicio 2.9.9
— Ejercicio 2.9.19
— Ejercicio 2.9.27
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